Chapitre I1- Notion de probabilités

2.1 Introduction

La probabilité est 1’étude d’expériences aléatoires. Si on jette un dé il est sur qu’il tombe
par terre mais il n’est pas sur que le chiffre 6 apparaisse sur la face supérieure. Si on refait
I’expérience plusieurs fois c’est a dire si on jette plusieurs fois le dé et si s est le nombre de
fois qu’on obtienne le chiffre 6 et n le nombre de jets, on a remarqué que la production

f = Sn qui est la fréquence absolue devient constante quand n devrait grand. En calcule des

probabilités nous définissons un modéle mathématique pour I’expérience précédente, en
précisant les probabilités. Il est naturel de véracité du modeéle probabiliste donné et des
fréquences absolues effectives, ceci se fait a ’aide de tests statistiques.

2.2 Notion de probabilité sur un ensemble fini

Lorsque nous langons une piece de monnaie, le jet peut faire apparaitre soit PILE ou FACE.
L’ensemble des éventualités possibles c'est-a-dire des résultats possibles appelé ensemble
fondamentale est constitué de 2 éléments en général on le note Q, ici Q= {PILE, FACE}. Si

on suppose que la piece est symétrique il n’y a pas de raison que PILE ait plus de chance
d’apparaitre que FACE. On dit que les 2 éventualités :

Apparition du résultat PILE

Apparition du résultat FACE

Sont équiprobable et on attribue a chacune des éventualités la probabilité %

De fagon plus générale, étant donné un ensemble fondamental QQ comportant un nombre fini
d’¢éléments supposés équiprobables on attribuera la probabilité % a chaque éventualité (ou

élement du résultat)

Vocabulaire des événements

Dans une expérience aléatoire, I’'univers Q est I’ensemble des résultats possibles.
Un événement est une partie de I’univers

Un événement élémentaire est un événement possédant un seul élément.

Des événements A, B sont disjoints, ou incompatibles, si, et seulement si, AnB =¢

L’événement contraire d’un événement A est ’ensemble A des éléments de Q n’appartenant
pas a A.

Exemple : Dans le cas de lancer de dé, A= {5,6} est un événement de Q puisque A e P(Q)

2.3 Extension de la notion de probabilité

On appelle événement un groupe de résultas (ou d’éventualités) de I’ensemble fondamentale
Q, donc un sous ensemble de Q. Par conséquent une éventualit¢ est un événement
¢lémentaire, composé d’un seul élément de Q. Si Q est composé de n éléments équiprobables
et A un événement, la probabilité de I’événement A est donnée par :

)= card(A) _ Nombre — decas — favorables

n nombre — decas — possibles
Si A={e} alors cardA=1

P(A

Lz Z1Z

1 . . . .
P(e): — ce qui est compatible avec la probabilité élémentaire.
n

Si les n événements élémentaires sont équiprobables, chacun a la probabilité 1/n.



Exemple 1

Dans I’expérience du jet d’un dé, ’ensemble des éventualités Q = {l, 2,3,4,5,6}
Soit A = « apparition d’un chiffre pair »

B= « apparition d’un chiffre impair »

A={2,4,6}, A={35}

3 1 3 1
P(A)=2=Zet P(B)=>==
(A) 575 ¢ (B) =5
Conséguences

Soit Q composé de n éléments équiprobables, A un événement comportant o éléments de Q
(0O<o<n)ona:

P(A)=2/
1. 0<P(A)<1 3)
Q est un événement de cardinal n.

2. P(A)=1 (4)
Q est appelé événement certain.

Par exemple on est sur lorsqu’on lance un dé que le chiffre obtenu est un chiffre compris entre
letb.

On appelle événements incompatibles ou disjoints deux événements qui s’excluent
mutuellement. Par exemple on ne peut pas obtenir a la suite d’un jet de dé un chiffre impaire
et pair a la fois. Si A et B sont incompatibles :

3. P(AUB)=P(A)+P(B) (5)
SiAl, A2, A3,............ An, sont incompatibles deux a deux
4. P(AL A UA; -~ UA )=P(A)+P(A,)+P(A;)+--+P(A,) (6)

Si @ correspond a I’ensemble impossible
P(®)=0

Généralisation de la Notion de Probabilité

2.3.1 Cas d’un référentiel de cardinal fini a éléments non équiprobables

Soit un référentiel comportant un nombre fini n d’éléments mais auxquels on ne peut plus
attribuer a chacun des éléments la méme probabilité. Alors on attribuera a chacun des
éléments ei une probabilité pi (=1, .......... n)

Pour un événement A formé des éventualités e;;, e, ,.......... e, On pose :
P(A) =Pyt Pix

P@)=3 7, =1



Conséguences

0<P(A)<1, VACQ
P(A+B)=P(A)+P(B), YA B incompatibles

2.3.2. Cas générale

Dans le cas ou est un ensemble dénombrables ou posséde la puissance du continu (ex : R), on
peut définir une probabilité : on construit une fonction de probabilité définie sur un sous
ensemble € d’événements — p(Q2).

VAe s — p(A)el0]]
Cette fonction P doit obligatoirement satisfaire les trois conditions (3), (4), (5), (6).

2.3.3 Algébre de BOOLE. ¢ Algébre., Tribu (Corps de Borel)

Ces notions sont introduites en calcule des probabilités en raison de la régle d’addition des
probabilités suivantes :

Si AcQ,Ace alors Ace
Si ALALA - A, est une suite finie de parties de CQ appartenant a ¢ alors

Si ALAA - A, ,----est une suite infinie d’éléments de € alors U;; A € ¢ si € possede les

propriétés 1 et 2, on dit que € est une algébre de Boole, Si € possede les propriétés 1 et 3 on
dit que € est une o algebre.

Remargque

Une o algebre est une algébre de Boole

Exemple

On lance un dé, Q= {L2,3,4,5,6} les familles suivantes sont des ¢ algebres :

& =199}, &, =19, Q. {135},{2,4,6}}

2.3.4 Espace probabilisable

Le couple (Q, 5) s’appelle espace mesurable ou probabilisable. Tout ¢lément de € s’appelle

événement. Soitr € Q, le résultat observé de I’expérience, A est un événement, Sir € A, on
dit que A est réalisé.

Exemple

Q=1{,23456}
Munissons de la ¢ algébre P(Q2), (€, P(Q2)) est un espace probabilisable. Soit I'événement



A = {onobserveunnombrepair}, A=1{2,4,6}, A est réalisé si on a obtenu lors du lancement un
nombre pair.

2.4 Propriétés d’une probabilité

Théoreme

Soit un espace de probabilisé (Q, &, P)

1. VAee,P(A)=1-P(A)

2. P(¢)=0

3. VAeeg, VBeg,AeB= P(A)<P(B)

4. VAe g, VB e g, P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
S.

Si (A, )neN est suite d’événements quelconques

P[UNAHJ < ; P(A,)

Loi de Poincaré

P(A U A, U A, U uAn)=§P(A)—ZP(AmAé) ~~~~~ " Y P(A, )

i<i, I <y <oo. iy

Exemple (Fiche de TD)

2.5 Probabilités conditionnelles

Soit un espace probabilisable (€2, ¢, P) la probabilité qu’un événement A soit réalisé sachant

qu’un autre événement E est déja réalisé est appelé probabilité de A conditionné par E et est
notée P(A/E)

_P(AnE)
F>(A/E)_w
P(E)=0

Dans le cas ou Q est fini nous avons :

P(ANE)= —Caggr((ﬁg)E)

card(ANE) card(Q)
card(Q) “card (E)
card(ANE)
card(E)

P(A/E)=

P(A/E)=

Exemple : on lance deux dés simultanément. Si la somme des chiffres obtenus est égale a 6.
Quelle est la probabilité pour qu’un dé ait le chiffre 2.

Soit :



E : « somme des chiffres obtenus est égale a 6 »

E = {15).(24).(33).(4.2),(51);

A : « apparition du chiffre 2 dans au moins un dé »

La probabilité conditionnelle est :

P(A/E):%
ANE ={21)(4.2)}
P(A/E):%

2.5.1 Principe des probabilités composées

1.P(AnB)=P(E)xP(A/E)

2. P(ANA, N A )=P(A)XP(A T A ) P(ATA N A, - AL

Exemple : une urne contient 12 boules dont 4 sont rouge. On choisit 3 boules, une aprés
I’autre de facons aléatoire. Quelle est la probabilité pour que toutes les boules choisies ne
soient pas rouges.

Soit I’événement « la i boule n’est pas rouge »

La probabilité demandée est :

P(ALNA, N A,)=P(A)xP(A, I A)xP(A, 1 A NA,)

_8 _7 _6 _8. 1.8
De plus P(A)=87, , P(A)=T17, P(A) =870, P(A 0 A N A)= Dxox
Théoréme des probabilités totales
Soient les événements A1, A ........ An formant une partition de c'est-a-dire que ces

événements sont disjoints deux a deux et leur réunion est égale a Q . Soit B un autre
événement :

BNQ=Bn(AUA UA U----UA )

=(A nB)U(A, NB)U(A,NB)u - AA, NB)
Les événements (A N B),,  forment aussi une partition de Q
Theoreme
P(B)=P(A NB)+P(A, "B)+P(A, "B)+----+P(A, " B)
En utilisant le principe des probabilités composées on obtient :

P(B)=P(A)P(B/ A)+P(A,)P(B/ A,)+---+P(A, JP(B/ A,)



Par ailleurs P(A /B)= %

Théoréme de Bayes

Soit un espace probabilisé (Q, £, P), (A ), une partition de Q si B est un autre événement :

- B P(A)P(B/A)
(V| =1..... n)P('Aﬁ /B)_ P(AL)P(B/Al)-F P(AZ)P(B/A2)+""+P(AH )P(B/An)

Exemple

Trois machines A, B, C produisent 50%, 30%, 20% simultanément de la production totale.
Les proportions de la production défectueuse sont : 3%, 4%,5% pour les machines A, B, C. on
choisit une unité de la production aléatoirement.

1. Quelle est la probabilité que cette unité soit défectueuse.
2. Quelle est la probabilit¢é pour que 1'unité choisie défectueuse soit produit par la
machine A.

1/
Soit X : Unité choisie est défectueuse
P(X)=P(X nA )+ P(X nB)+P(X nC)
P(X)=P(AP(X /A )+P(B)P(X /B)+P(C)P(X /C)
P(X)=0.5x0.03+0.3x0.04 +0.2x0.05 = 0.037
2/
C'est-a-dire on demande de calculer P(A/ X)
En utilisant la théoreme de BAYES
P(A)P(X /A)
P(A/X)=
(A7) P(AP(X /A )+P(B)P(X /B)+P(C)P(X /C)
15
P(A/X)==2
(A7X) 37
L’indépendance

Indépendance de deux événements

On dit que I’événement B est indépendant de I’événement A si la probabilité que B se
produise n’est pas affectée par la réalisation ou la non la réalisation de A. autrement dit si :
P(B/A)=P(B)

Conséguences

Si A et B sont indépendants alors
P(AnB)=P(A)xP(B)

En effet



P(AnB)

P(A)

P(B/A)= = P(AnB)=P(B/A)xP(A)=P(B)x P(A)

Exemple

On lance deux dés équilibrés. Soit E; ’événement « la somme des dés est égale a 5 », soit F
I’événement « le premier dé donne 4 », les événements E1& F sont ils indépendants ?

Solution

Nous avons :

E, =i, j)/i+j=5]
={8.2).(23),(41),(41)}
'~ (40).(4.2).(4:3),(4.4). (45) (46)
)=

P(E NF)=P((41) 3i

4. 6 _ o
36 36 36x36

P(E,)xP(F)=

E & F ne sont pas independants.

Soit Ez ’événement : « la somme des dés est égale a 7 »
E, ={(34).(43).(61).(16).(5.2),(25))

P(E, nF)=P((43))= %

6 6 1

P(E, )x P(F):£x£_£

E> & F sont indépendants

Indépendance totale de trois événements

Trois événements E, F et G sont dits totalement indépendants si :
P(EFG)=P(E)P(F)P(G)

P(EF)=P(E)P(F)

P(EG)= P(E)P(G)

P(FG)=P(E)P(G)

Indépendance totale de n événements

Il est évidemment possible d’étendre la définition d’indépendance totale a plus de trois
événements : un ensemble d’événements E1,Ez,Es, ......... En est dit totalement indépendant si
pour tout sous-ensemble E1,E»,Es3, ......... Er, r<n.



