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Variable aléatoire a plusieurs dimensions 

1- Définition 

Soit (Ω, Λ, Ρ) un espace de probabilité et 𝑋 = (𝑋1, 𝑋1, … … 𝑋𝑛 ) une application de Ω dans 

ℝ𝑛, qui à tout élément 𝑤 de Ω fait correspondre une suite 𝑋(𝑤) =

(𝑋1(𝑤), 𝑋2(𝑤), … … 𝑋𝑛(𝑤) ). On dit que 𝑋 est un vecteur aléatoire si pour tout 𝑖 = 1,2, … . , 𝑛, 

on dit couple de variables aléatoire, si 𝑛 = 2, on dit couple de variable aléatoires ou variable 

aléatoire à deux dimensions. 

2-  variable aléatoire à deux dimensions cas discret 

on appelle fonction de répartition d'une variable aléatoire à deux dimensions (𝑋, 𝑌) la 

fonction définie par : 

𝑭(𝒙, 𝒚) = 𝑷[(𝑿 ≤ 𝑿)(𝒀 ≤ 𝒚)] 

on suppose que la variable aléatoire 𝑋 prend l'une quelconque des 𝑚 valeur 𝑥1, 𝑥2, … … … . 𝑥𝑛 

et que la variable aléatoire  𝑌 prend quelconque des 𝑛 valeurs  𝑦1, 𝑦2, … … … . 𝑦𝑛. La loi de  

répartition d'une variable aléatoire à deux dimensions (𝑋, 𝑌) est définie par : 

𝑷(𝑿 = 𝒙𝒊, 𝒀 = 𝒚𝒊) = 𝑷𝒊𝒋 𝒊 = 𝟏, 𝟐, … . . 𝒎. 𝒋 = 𝟏, 𝟐, … . . 𝒏. 

avec  𝑷𝒊𝒋 ≥ 𝟎 et ∑ ∑ 𝑷𝒊𝒋 = 𝟏𝒏
𝒋=𝟏

𝒎
𝒊=𝟏  

Cette loi de répartition peut être donnée par le tableau suivant : 

 𝒚𝟏 𝒚𝟐 ... 𝒚𝒊 ... 𝒚𝒏 Total 

𝒙𝟏 𝑃11 𝑃12 ... 𝑃1𝑗 ... 𝑃1𝑛 𝑃1 

𝒙𝟐 𝑃21 𝑃22 ... 𝑃2𝑗 ... 𝑃2𝑛 𝑃2 

   ...  ...   

𝒙𝒊 𝑃𝑖1 𝑃𝑖2 ... 𝑃𝑖𝑗 ... 𝑃𝑖𝑛 𝑃𝑖 

   ...  ...   

𝒙𝒏 𝑃𝑚𝑗 𝑃𝑚2 ... 𝑃𝑚𝑗 ... 𝑃𝑚𝑛 𝑃𝑚 

Total 𝑃1 𝑃2 ... 𝑃𝑗 ... 𝑃𝑛 𝑃1 

 

La probabilité que 𝑿 = 𝒙𝒊; 𝒊 = 𝟏, 𝟐, … . . 𝒎 est donnée par 𝑷(𝑿 = 𝒙𝒊) = ∑ 𝑷𝒊𝒋 =𝒏
𝒋=𝟏 𝑷𝒊. 

La probabilité que 𝒀 = 𝒚𝒋; 𝒊 = 𝟏, 𝟐, … . . 𝒏 est donnée par 𝑷(𝒀 = 𝒚𝒊) = ∑ 𝑷𝒊𝒋 =𝒏
𝒋=𝟏 𝑷𝒋. 

Les 𝑷𝒊 et 𝑷𝒋 ; 𝒊 = 𝟏, 𝟐, … . . 𝒎. 𝒋 = 𝟏, 𝟐, … . . 𝒏. Constituent les lois de probabilité pour 

variables aléatoires X et Y.Elles sont dites lois marginales des variables aléatoires X et Y 

respectivement. On a:  

∑ 𝑷𝒊 = ∑ 𝑷𝒋

𝒏

𝒋=𝟏

𝒏

𝒋=𝟏

= ∑ ∑ 𝑷𝒊𝒋 = 𝟏

𝒏

𝒋=𝟏

𝒎

𝒊=𝟏
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La loi conditionnelle de 𝑋 si 𝑌 = 𝑦𝑖  est définie par les probabilités. 

𝑷𝒊
𝒋

= 𝑷(𝑿 = 𝒙𝒊/𝒀 = 𝒚𝒋) =
𝑷(𝑿 = 𝒙𝒊 , 𝒀 = 𝒚𝒋)

𝑷(  𝒀 = 𝒚𝒋)
=

𝑷𝒊𝒋

𝑷𝒋
 

𝑃𝑗 ≠ 0 

La loi conditionnelle de 𝑌 si 𝑋 = 𝑥𝑖 est définie par les probabilités. 

𝑷𝒋
𝒊 = 𝑷(𝒀 = 𝒚𝒋/𝑿 = 𝒙𝒊) =

𝑷( 𝒀 = 𝒚𝒋, 𝑿 = 𝒙𝒊 )

𝑷( 𝑿 = 𝒙𝒊 )
=

𝑷𝒊𝒋

𝑷𝒊
 

𝑃𝑖 ≠ 0 

On a  

∑
𝑷𝒊𝒋

𝑷𝒋

𝒎

𝒋=𝟏

= ∑
𝑷𝒊𝒋

𝑷𝒊

𝒏

𝒋=𝟏

= 𝟏 

Les deux variables aléatoires X et Y sont dites indépendantes si et seulement si; pour tout 

couple (𝑖, 𝑗) on a: 

𝑃𝑖𝑗 = 𝑃𝑖 𝑃𝑗 ; 𝑖 = 1,2, … . . 𝑚. 𝑗 = 1,2, … . . 𝑛. 

L'espérance mathématique 

𝐸(𝑋𝑌) = ∑ ∑ 𝑃𝑖𝑗𝑥𝑖   𝑦𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

   

En cas d'indépendance des deux variables aléatoires X et Y, c'est à dire si  𝑃𝑖𝑗 = 𝑃𝑖𝑃𝑗  on 

obtient 

𝑬(𝑿𝒀) = ∑ 𝑷𝒊

𝒎

𝒊=𝟏

 𝒙𝒊  ∑ 𝑷𝒋

𝒏

𝒋=𝟏

 𝒚𝒋 = 𝑬(𝑿)𝑬(𝒀) 

La réciproque n'est pas toujours vraie; on peut avoir l'égalité  : 𝑬(𝑿𝒀) = 𝑬(𝑿)𝑬(𝒀) sans que 

les variables aléatoires X et Y soient indépendantes. 

3- Variable aléatoire à deux dimensions cas des VA absolument continues 

Une variable aléatoire 𝒁 = (𝑿, 𝒀)  est dite absolument continue s'il existe une application  

𝒇(𝒙, 𝒚); 𝒇(𝒙, 𝒚) est dite densité de probabilité du couple (𝑿, 𝒀) vérifiant les propriétés : 

a- 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0 ; ∀(𝑥, 𝑦)  ∈  ℝ2 

b- ∬  𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝒙𝒅𝒚 = 𝟏
+∞

−∞
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La probabilité que le point (𝑥, 𝑦) se trouve dans le domaine Δ est  

𝑷[(𝑿, 𝒀) ∈ 𝚫] = ∬  𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝒙𝒅𝒚

𝚫

 

En particulier si Δ = [a, b] × [c, d] 

𝑷[(𝒂 ≤ 𝑿 ≤ 𝒃)(𝒄 ≤ 𝑿 ≤ 𝒅)] = ∫ ∫ 𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝒙𝒅𝒚

𝒅

𝒄

𝒃

𝒂

 

La fonction de répartition du couple de variables aléatoires (𝑋, 𝑌)  est définie par : 

𝑭(𝒙, 𝒚) = 𝑷[𝑿 ≤ 𝒙, 𝒀 ≤ 𝒚] = ∫ ∫ 𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝒙𝒅𝒚

𝒚

−∞

𝒙

−∞

 

on a: 

𝒇(𝒙, 𝒚) =
𝝏𝟐𝑭(𝒙, 𝒚)

𝝏𝒙𝝏𝒚
 

ou 𝑓(𝑥, 𝑦) est la densité de probabilité et 𝐹(𝑥, 𝑦) est la fonction de répartition du couple 

(𝑋, 𝑌). 

Les fonctions  : 

𝑭𝟏(𝒙) = 𝑷[𝑿 ≤ 𝒙] = ∫ ∫ 𝒇(𝒖, 𝒗)𝒅𝒗𝒅𝒖

+∞

−∞

𝒙

−∞

 

𝑭𝟐(𝒚) = 𝑷[𝒀 ≤ 𝒚] = ∫ ∫ 𝒇(𝒖, 𝒗)𝒅𝒗𝒅𝒖

+∞

−∞

𝒚

−∞

 

sont dites fonctions de répartition marginales des variables aléatoires X et Y. 

Les fonctions  

𝒇𝟏(𝒙) = ∫ 𝒇(𝒙, 𝒗)𝒅𝒗

+∞

−∞

 

𝒇𝟐(𝒚) = ∫ 𝒇(𝒖, 𝒚)𝒅𝒖

+∞

−∞

 

sont dites fonctions  densités de probabilité marginales des variables aléatoires X et Y. 

La densité conditionnelle de 𝒙 si 𝒀 = 𝒚𝟎 est définie par  
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𝒇(𝒙/𝒚𝟎) =
𝒇(𝒙, 𝒚)

𝒇𝟐(𝒚𝟎)
 

La densité conditionnelle de 𝒚 si 𝑿 = 𝒙𝟎 est définie par  

𝒇(𝒚/𝒙𝟎) =
𝒇(𝒙, 𝒚)

𝒇𝟏(𝒙𝟎)
 

 

Les deux variables aléatoires  𝑋 et 𝑌  sont dites indépendantes si et seulement si : 

 

𝑷[𝑿 ≤ 𝒙, 𝒀 ≤ 𝒚] = 𝑷(𝑿 ≤ 𝒙), 𝑷(𝒀 ≤ 𝒚) 

Ou 

𝑭(𝒙, 𝒚) = 𝑭𝟏(𝒙)𝑭𝟐(𝒙) 

ou 

𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝒇𝟏(𝒙)𝒇𝟐(𝒙) 

 

L'espérance mathématique 

𝑬(𝑿𝒀) = ∫ ∫ 𝒖𝒗𝒇(𝒗, 𝒗)𝒅𝒖𝒅𝒗

+∞

−∞

+∞

−∞

 

En cas d'indépendance des deux variables aléatoires X et Y, on obtient 

𝑬(𝑿𝒀) = 𝑬(𝑿)𝑬(𝒀) 

4- Covariance, coefficient de corrélation de X et Y . 

𝐸(𝑋)  et 𝐸(𝑌) existe on a: 

𝑬(𝒂𝑿 + 𝒃𝒀) = 𝒂𝑬(𝑿) + 𝒃𝑬(𝒀) ou  𝑎 𝑒𝑡 𝑏 ∈ ℝ2 

covariance  des variables aléatoires X et Y : 

𝒄𝒐𝒗(𝑿, 𝒀) = 𝑬 [(𝑿 − 𝑬(𝑿)(𝒀 − 𝑬(𝒀)))] = 𝑬(𝑿𝒀) − 𝑬(𝑿)𝑬(𝒀) 

Les variables aléatoires 𝑋 et 𝑌 sont indépendantes  

𝑬(𝑿𝒀) = 𝑬(𝑿)𝑬(𝒀) 

et  𝒄𝒐𝒗(𝑿, 𝒀) = 𝟎 
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Le nombre réel r est défini par  𝒓 =
𝒄𝒐𝒗(𝑿,𝒀)

𝝈𝒙𝝈𝒚
 

ou  𝝈𝒙
𝟐 = 𝑽(𝑿)  et 𝝈𝒚

𝟐 = 𝑽(𝒀) est dit coefficient de corrélation de X et Y. 

sI X et Y sont indépendantes on a 𝑟 = 0. En général −1 ≤ 𝑟 ≤ +1. 

𝑽(𝒂𝑿 + 𝒃𝒀) = 𝒂𝟐𝑽(𝑿) + 𝟐𝒂𝒃𝒄𝒐𝒗(𝑿, 𝒀) +  𝒃𝟐𝑽(𝒀) ou  𝑎 𝑒𝑡 𝑏 ∈ ℝ2 

Si X et Y sont indépendantes on a : 𝑉(𝑋 + 𝑌) = 𝑉(𝑋) + 𝑉(𝑌) 

 

5- Changement de variables 

si 𝑓(𝑥, 𝑦) est la densité de probabilité du couple de variables aléatoires (𝑋, 𝑌) et 𝑈 =

𝑙1(𝑋, 𝑌), 𝑉 = 𝑙2(𝑋, 𝑌) sont telles que chaque couple de valeurs (𝑋, 𝑌) correspond un et un 

seul couple (𝑈, 𝑉) et inversement: soient  𝑋 = 𝜓1(𝑈, 𝑉) et 𝑌 = 𝜓2(𝑈, 𝑉), la fonction densité 

de probabilité ℎ(𝑢, 𝑣) des variables aléatoires 𝑈 et 𝑉  est définie par : 

ℎ(𝑢, 𝑣) = 𝑓(𝑥, 𝑦) |
𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
| = 𝑓[𝜓1(𝑢, 𝑣), 𝜓2(𝑢, 𝑣)]|𝐽| 

Ou 

𝐽 =
𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
= |

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

| 

est la jacobien ou déterminant de jacobi. 

Exercice  

L’un des résultats d’une enquête sociologique sur la violence familiale peut s’exprimer 

en considérant un couple (X, Y) de variable aléatoires discrètes, ou  représente la violence 

subie par un individu durant son enfance, mesurée par la même échelle 0-1-2, et Y  la 

violence qu’il exerce dans sa famille, mesurée par la même échelle 0-1-2. Les probabilités 

« conjointes » estimées sont données par le tableau ci-dessous. 

 Y=0 Y=1 Y=2 

X=0 0.86 0.04 0.00 

X=1 0.03 0.02 0.02 

X=2 0.01 0.01 0.01 

 

- Calculer le coefficient de corrélation de X et Y. 

Solution A 
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Le tableau suivant donne l’ensemble  des probabilités, incluant celles des lois marginales : 

 Y=0 Y=1 Y=2 Total 

X=0 0.86 0.04 0.00 0.90 

X=1 0.03 0.02 0.02 0.07 

X=2 0.01 0.01 0.01 0.03 

Total 0.90 0.07 0.03 1 

 

On calcule alors, avec les formules habituelles 

Espérance Variance L'écart-type 

𝐸(𝑋) = ∑ 𝑃𝑖

𝑚

𝑖=1

𝑥𝑖    

𝐸(𝑌) = ∑ 𝑃𝑗

𝑛

𝑖=1

𝑦𝑗 

 

𝑉(𝑋) = ∑ 𝑃𝑖

𝑚

𝑖=1

  𝑥𝑖
2 

𝑉(𝑌) = ∑ 𝑃𝑗

𝑛

𝑖=1

𝑦𝑗
2 

 

 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) 

 

𝜎(𝑌) = √𝑉(𝑌) 

 

 

  13.0XE ,   1731.0XV  ;   416.0X  

Puis 

  13.0YE ,   1731.0YV  ;   416.0Y  

La covariance se calcule par :  

𝐸(𝑋𝑌) = ∑ ∑ 𝑃𝑖𝑗𝑥𝑖   𝑦𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

   

𝒄𝒐𝒗(𝑿, 𝒀) = 𝑬 [(𝑿 − 𝑬(𝑿)(𝒀 − 𝑬(𝒀)))] = 𝑬(𝑿𝒀) − 𝑬(𝑿)𝑬(𝒀) = 𝟎. 𝟏𝟎𝟑𝟏 

 

Et on obtient enfin le coefficient de corrélation 

 
   

596.0
,


YX

YXCov




 

Exercice B 

Un couple de variables aléatoires (X, Y) suit une loi de répartition de densité : 

   
ailleurs

yetxSiyxkxyxf e
00

0

22 












 

1° Calculer le coefficient k. 

2° Trouver les lois marginales de X et Y. 
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3° Calculer les densités conditionnelles de X si Y=y et de Y si X=x. 

4° Calculer E(X), E(Y), V(X) et V(Y). 

5° Trouver la matrice de covariance de X et Y. 

 

solution 

La fonction  yxf , est une densité de probabilité si   0, yxf  et   1,  







dxdyyxf  

D’une part 0k et d’autre part 1
22












  dxdyxyk ee
yx

 

On a : 1
22

0


 





  dyydxxk ee
yx

 ce qui donne 4k  

2) Les fonctions  densités de probabilité marginales sont :  

   
2

22

24,
0

1

x
yx

xedyxdyyxfxf ye 






  si 0x  

  01 xf  si 0x  

Par symétrie an a  
2

22

yyeyf  si 0y  

   02 xf si 0y  

1) La densité conditionnelle de X si Y=y est 

 
 
  0

0

0

2,
/

2

2

1













x

x

Si

Six

yf

yxf
yxf e

x

 

De même  

 
 
  0

0

0

2,
/

2

1

2













y

y

Si

Siy

xf

yxf
xyf e

y

 

On remarque que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes puisque  

   xfyxf 11 / 

 

 et     xfxyf 22 /   

Une autre condition est vérifiée aussi : 

 

 

4)  
2

2
22

0

2 
 





 
dxxdxxXE ee

xx

 

De même 
 

2


YE

 

    )(, 21 yfxfyxf 
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Pour le calcule de la variance, on cherche d'abord : 

  
  12

0

32
2


 

 dxxXE e
x

 donc 
 

4
1


XV

 

De même 
 

4
1


XV

 

2) Puisque X et Y sont des variables aléatoires indépendantes on a    0, YXCov  

Et la matrice des covariances s’écrit : 

4
10

0
4

1







 

 

 


