Variable aléatoire a plusieurs dimensions
1- Définition

Soit (©, A,P) un espace de probabilité et X = (X, Xq, ... ... X, ) une application de Q dans
R™, qui a tout élément w de Q fait correspondre une suite X(w) =
X (w), X, (w), ... ... X,(w) ). On dit que X est un vecteur aléatoire si pour touti = 1,2, ..., n,
on dit couple de variables aléatoire, si n = 2, on dit couple de variable aléatoires ou variable
aléatoire a deux dimensions.

2- variable aléatoire a deux dimensions cas discret

on appelle fonction de répartition d'une variable aléatoire a deux dimensions (X,Y) la
fonction définie par :

F(x,y) =P[(X < X)(Y < y)]

on suppose que la variable aléatoire X prend l'une quelconque des m valeur x;, x5, ... coo oo Xy
et que la variable aléatoire Y prend quelconque des n valeurs y,,y,, ..........y,. La loi de
répartition d'une variable aléatoire a deux dimensions (X, Y) est définie par :

P(X=xl,Y=yl)=P,]i=1,2,mj=1,2,n
avec P; = 0et X2 Y0 Py =1

Cette loi de repartition peut étre donnée par le tableau suivant :

Y1 Y2 Vi Y Total
X1 Py Py, Py; Pin Py
X2 Py P, P; Py P,
X Pll PLZ Pij Pln Pl
Xn Pm] PmZ Pm] Pmn Pm
Total P, P, P; P, P;

La probabilité que X = x;; i = 1,2, .....mest donnée par P(X = x;) = Y-y P;; = P;.
La probabilité que Y = y;; i = 1,2,.....nest donnée par P(Y = y;) = Y11 Py = Pj.

Les P; et P; ; i=1,2,....m. j=1,2,....n. Constituent les lois de probabilit¢ pour
variables aléatoires X et Y.Elles sont dites lois marginales des variables aléatoires X et Y
respectivement. On a:
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La loi conditionnelle de X si Y = y; est définie par les probabilités.

P(X=x,Y=y;) Py
P(Y=y) P;

P = p(x =¥ = ;) =

P # 0

La loi conditionnelle de Y si X = x; est définie par les probabilités.

| P(Y=y,X=x;) Py
| A— = . = i) — ~ .
Pi=P(Y =y;/X = x;) P(X=x;) P;

Ona

Les deux variables aleatoires X et Y sont dites indépendantes si et seulement si; pour tout
couple (i,j) ona:

Pij = PL' P] i=1,2, m] =12,....n
L'espérance mathématique

m n

i=1 j=1

En cas d'indépendance des deux variables aléatoires X et Y, c'est a dire si P;; = P;P; on
obtient

m n
EXY)= ) Py x, ) Py y;= ECOE(Y)
i=1 j=1
La réciproque n'est pas toujours vraie; on peut avoir I'égalité : E(XY) = E(X)E(Y) sans que
les variables aléatoires X et Y soient indépendantes.

3- Variable aléatoire a deux dimensions cas des VA absolument continues

Une variable aléatoire Z = (X,Y) est dite absolument continue s'il existe une application
f(x,y); f(x,y) est dite densité de probabilité du couple (X,Y) vérifiant les propriétés :

a- f(x,y) =0;V(x,y) € R?

b- [I f(x,y)dxdy = 1



La probabilité que le point (x,y) se trouve dans le domaine A est
Plx.y) €l = [[ e y)axdy
A
En particulier si A = [a,b] X [c, d]

b d
Pl[@asX<b)(c=X=<d)]= f ff(x,y)dxdy

La fonction de répartition du couple de variables aléatoires (X,Y) est définie par :

x Y
Flx,y)=P[X<x,Y<y]= f ff(x,y)dxdy
on a.
_*F(x,y)
f(x,y) —W

ou f(x,y) est la densité de probabilité et F(x,y) est la fonction de répartition du couple
X,Y).
Les fonctions :

X +oo

Fi(x)=P[X<x]= f f f(u,v)dvdu

—00 —00
Y 4o

F,(y)=P[Y <y] = f f f(uw,v)dvdu

sont dites fonctions de répartition marginales des variables aléatoires X et Y.

Les fonctions

nm=ffmwm

400

nm=ffmwm

sont dites fonctions densités de probabilité marginales des variables aléatoires X et Y.
La densité conditionnelle de x si Y = y, est définie par

3



f(x,y)

x =—
f(x/yo) F2000)
La densité conditionnelle de y si X = x, est définie par
Wit3)
f(y/x()) - fl(xo)

Les deux variables aléatoires X et Y sont dites indépendantes si et seulement si :

PIX<x,Y<yl=P(X<x),PY<y)
Ou
F(x,y) = F1(x)F5(x)

ou

fxy) =f1(0)f2(x)

L'espérance mathématique

+o00 40

E(XY)=f fuvf(v,v)dudv

En cas d'indépendance des deux variables aléatoires X et Y, on obtient
E(XY) = E(X)E(Y)

4- Covariance, coefficient de corrélation de X et Y .

E(X) et E(Y) existe on a:

E(aX + bY) =aE(X)+bE(Y)ou aeth € R?

covariance des variables aléatoires X et Y :
cov(X,Y) = E|(X - EX)(Y — EW)))| = E(XY) - ECOE(Y)
Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes
E(XY) = E(X)E(Y)

et cov(X,Y)=0



. Lo - XY
Le nombre réel r est défini par r = <22&0

0x0y
ou g% = V(X) etas = V(Y) est dit coefficient de corrélation de X et Y.
sl X et Y sont indépendantesonar = 0. Engénéral -1 < r < +1.
V(aX + bY) = a?V(X) + 2abcov(X,Y) + b2V(Y)ou aet b € R?

Si X et Y sont indépendantesona: V(X +Y) =V(X) +V(Y)

5- Changement de variables

si f(x,y) est la densité de probabilit¢ du couple de variables aléatoires (X,Y) et U =
L(X,Y), V=1,(X,Y) sont telles que chaque couple de valeurs (X,Y) correspond un et un
seul couple (U, V) et inversement: soient X =y, (U,V) et Y = ¢y,(U,V), la fonction densité
de probabilité h(u, v) des variables aléatoires U et V est définie par :

a(x,y)

h(u,v) = f(x,y) o)

‘ = s (u, v, P, ]|

Ou

jza(x,y)z ou ov
d(wv) |0y Ody
ou Jv

est la jacobien ou déterminant de jacobi.
Exercice

L’un des résultats d’une enquéte sociologique sur la violence familiale peut s’exprimer
en considérant un couple (X,Y) de variable aléatoires discrétes, ou X représente la violence
subie par un individu durant son enfance, mesurée par la méme échelle 0-1-2, et Y Ila
violence qu’il exerce dans sa famille, mesurée par la méme échelle 0-1-2. Les probabilités
« conjointes » estimées sont données par le tableau ci-dessous.

Y=0 Y=1 Y=2
X=0 0.86 0.04 0.00
X=1 0.03 0.02 0.02
X=2 0.01 0.01 0.01

- Calculer le coefficient de corrélation de X et V.

Solution A



Le tableau suivant donne I’ensemble des probabilités, incluant celles des lois marginales :

Y=0 Y=1 Y=2 Total
X=0 0.86 0.04 0.00 0.90
X=1 0.03 0.02 0.02 0.07
X=2 0.01 0.01 0.01 0.03
Total 0.90 0.07 0.03 1

On calcule alors, avec les formules habituelles

Espérance Variance L'écart-type
EX) = Z Pix; Vix) = Z P xf a(X) =V (X)
i=1 i=1
EW) =) By, Ve = Byt o(¥) = JV(¥)
i=1 i=1

E(X)=0.13, V(X)=0.1731; 5(X)=0.416
Puis
E(Y)=0.13, V(Y)=0.1731; 5(Y)=0.416

La covariance se calcule par :

m n

i=1 j=

=

cov(X,¥) = E|(X - EX)(Y — E(V)))| = E(XY) - ECOE(Y) = 0.1031

Et on obtient enfin le coefficient de corrélation

_ Cov(X,Y)

o(X)ofY)

Exercice B

=0.596

Un couple de variables aléatoires (X,Y) suit une loi de répartition de densité :

f(x)= kxye(X2+y2)SiX>O ety>0
0 ailleurs

1° Calculer le coefficient k.
2° Trouver les lois marginales de X et Y.



3° Calculer les densités conditionnelles de X si Y=y et de Y si X=x.
4° Calculer E(X), E(Y), V(X) et V(Y).
5° Trouver la matrice de covariance de X et Y.

solution

La fonction f(x,y)est une densité de probabilité si f(x,y)>0 et fwfw f(x, y)Hxdy=1
D’une part k > Qet d’autre part kfoofgoxye_X2 e_y2 dxdy =1

Ona: kﬂwxe_xz dxjjye_yz dy =1 ce qui donne k =4
2) Les fonctions densités de probabilité marginales sont :
f(x), = J:OO f(x, y)dy =f:4x ye_xz_yzdy —2xe™ si x>0
f(x), =0 si x<0

Par symétrieana f,(y)=2ye ' si y>0

f,(x)=0si y<0

1) La densité conditionnelle de X si Y=y est

fl(x/y):M:{ZXe_ Six>0

f,(y) 0 Six<0
De méme

f(x, Y Siy>0
fz(ylx):M: 2ye y

f,(x) o Siy<o0

On remarque que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes puisque

fl(X/y): f1()() et fz(y/X): fz(x)

Une autre condition est vérifiée aussi :

fo6y)= 1,01, (y)

(" hu2 X, [T, X _\/ﬁ

4) E(X)_I0 2x° @ dx_LOxe dX_T
)= 0
De méme 2



Pour le calcule de la variance, on cherche d'abord :

-+00 _x2 H
E(X?)=| 2x° =1 V(X)=1-=
( ) Io Xe o donc x) 4

) v(x):1—H

De méme 4

2) Puisque X et Y sont des variables aléatoires indépendantes ona Cov(X,Y)=0

Et la matrice des covariances s’écrit :
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